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Разработана дислокационная модель для расчета напряженно-деформированного состояния у двойника линзовидной 
формы. Модель удобна для использования в случае сложной формы границ двойника. На основании модели в прибли-
жении непрерывного распределения двойникующих дислокаций на двойниковых границах проведен расчет полей 
смещений и внутренних напряжений, обусловленных линзовидным двойником в Ni2MnGa. Установлено, что напряже-
ния локализованы на двойниковых границах, а внутри двойника может наблюдаться компенсация напряжений. 
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Dislocation model was developed for the calculation of the stress-strain state in a double lenticular. The model is suitable for 
use in the case of complex shape of the twin boundaries. Displacement fields and internal stresses caused by double lenticular in 
Ni2MnGa were calculated on the based of the model in the approximation of a continuous distribution of twinning dislocations 
at the twin boundaries. It was found that stress is localized at the twin boundaries, and can be observed within the twin compen-
sation voltages. 
 
Keywords: twinning, dislocations, stress fields. 

 
 

Введение  
Повороты кристаллической решетки мар-

тенситной фазы монокристалла Ni2MnGa при 
механическом деформировании сопровождаются 
формированием внутренних полей напряжений и 
смещений, роль которых велика в физических 
процессах, протекающих в деформируемых твер-
дых телах, имеющих важное практическое зна-
чение [1]. Поэтому разработка методов расчета 
напряженно-деформированного состояния, обуслов-
ленного механическим двойникованием кристал-
лических твердых тел, в том числе и Ni2MnGa, 
имеет важное научное и научно-техническое зна-
чение. 

В связи с этим целью данной работы стало 
математическое моделирование напряженно-де-
формированного состояния в сплаве Ni2MnGa, 
созданного единичным удаленным от поверхно-
сти линзовидным двойником. 

 
1 Модель 
В мартенситной фазе в деформируемом, 

например, сосредоточенной нагрузкой моно-
кристалле Ni2MnGa, как правило [2], [3], воз-
никают механические остаточные линзовид-
ные единичные либо множественные двойники. 

На микромасштабном уровне для расчета внут-
ренних напряжений целесообразно использовать 
приближение непрерывного распределения двой-
никующих дислокаций на двойниковых границах 
[1], [4]. 

На рисунке 1.1 схематически представлен 
находящийся вдали от поверхности кристалла 
линзовидный двойник с некогерентными грани-
цами.  
 

 
Рисунок 1.1 – Схематическое изображение 
линзовидного двойника в секущей плоскости 

 

Условия зарождения механических двойни-
ков вдали от поверхности двойникующегося ма-
териала рассмотрены в [5], [6]. В случае сложной 
формы границ двойника для повышения точности 

ФИЗИКА



Е.В. Шматок, О.М. Остриков 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (19), 2014 20 

расчета двойниковые границы линзовидного 
двойника в расчетной модели целесообразно 
представить состоящими из четырех участков 
(рисунок 1.1), форма каждого из которых описы-
вается функциями ( )1 ,f ξ  ( )2 ,f ξ  ( )3f ξ  и 

( )4 .f ξ  Тогда смещения iu  и напряжения ijσ  для 
рассматриваемого случая при неподвижных ис-
точниках внутренних напряжений будут рассчи-
тываться по формулам: 
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( ) ( ) ( ) ( )
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где i, j принимают значения x, y или z; ( ) ( )1 ,iu x, y  
( ) ( )2 ,iu x, y  ( ) ( )3 ,iu x, y  ( ) ( )4
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ij x, yσ  – смещения и на-
пряжения соответственно, вызванные каждым из 
четырех выделенных участков границ линзовид-
ного двойника. В соответствии с [1], [4], данные 
смещения и напряжения определяются по фор-
мулам: 
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Здесь L – половина длины двойника; ( )1 ,ρ ξ  

( )2 ,ρ ξ  ( )3ρ ξ  и ( )4ρ ξ  – плотности распределе-
ния двойникующих дислокаций на заданных уча-
стках двойниковых границах; ξ – параметр интег-
рирования; ( ) ( )1 0 ,,

iju x, y  ( ) ( )2 0 ,,
iju x, y  ( ) ( )3 0 ,,

iju x,y  
( ) ( )4 0 ,,
iju x, y  ( ) ( )1 0 ,,

ij x, yσ  ( ) ( )2 0 ,,
ij x, yσ  ( ) ( )3 0,

ij x, yσ  и 
( ) ( )4 0,
ij x, yσ  – смещения и напряжения соответст-

венно, обусловленные единичной двойникующей 
дислокацией, находящейся на границе двойника, 
и рассчитываемые из следующих формул [1], [4]: 
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где μ – модуль сдвига; ν – коэффициент Пуассо-
на; крb  и вb  – модули краевой и винтовой со-
ставляющих вектора Бюргерса частичной двой-
никующей дислокации, соответственно. 

В случае прямолинейных двойниковых гра-
ниц четырех выделенных участков их форма 
может быть описана функциями: 
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где H – половина максимальной ширины двой-
ника. 

 
2 Результаты расчетов и их обсуждение 
Результаты расчетов на основании пред-

ставленной четырехфункциональной модели по-
лей смещений и внутренних напряжений в 
сплошной конденсированной среде в окрестно-
стях единичного остаточного линзовидного ме-
ханического двойника, находящегося вдали от 
поверхности, представлены на рисунках 2.1 и 
2.2. Для сплава Ni2MnGa в качестве исходных 
данных принимались следующие значения: 
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60L = мкм; 20H = мкм; 1 2( ) ( ) constρ ξ ρ ξ= = =  
610 ;ρ= =  0,3;ν =  19, 231μ = ГПа; кр 2,91b =

0
A;  

в 2,74b =
0
A  [7] –[9]. 

 

 
а) 

 

 
б) 

 

 
в) 

 

Рисунок 2.1 – Результаты расчета смещений ,iu  
обусловленных линзовидным двойником:  

а) ;xu  б) ;yu  в) zu  
 
Расчеты компонент смещений iu  показаны 

на рисунке 2.1. Исходя из представленных ре-
зультатов можно отметить, что линии равных 
величин для смещений xu  и zu  не имеют значи-
тельных различий (рисунок 2.1, а, в) по виду кон-
фигурации распределения, за исключением чис-
ленных значений в заданных точках. Обе компо-
ненты xu  и zu  симметричны относительно цен-
тра двойника. 

Конфигурация линий равных величин ком-
поненты yu  (рисунок 2.1, б) имеет существенные 
различия в сравнении с компонентами xu  и zu . 
Из рисунка видно, что участки с наибольшими 
смещениями располагаются у вершин двойников. 

Графические результаты расчетов нормаль-
ных и сдвиговых компонент тензора напряжений 

ijσ  изображены на рисунке 2.2.  
 

 
а) 

 

 
б) 

 

 
в) 

 

 
г) 



Расчет напряжений и смещений в Ni2MnGa у линзовидного двойника с использованием четырехфункциональной модели … 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (19), 2014 23

 

 
д) 

 

 
е) 

 

Рисунок 2.2 – Результаты расчета полей 
напряжений ,ijσ  обусловленных 

линзовидным двойником:  
а) ;xxσ  б) ;xyσ  в) ;xzσ  г) ;yyσ  д) ;yzσ  е) zzσ  

 
Наибольшие величины напряжений у нор-

мальной компоненты тензора напряжений xxσ  
(рисунок 2.2, а) главным образом локализованы у 
границ и вершин двойника, причем максималь-
ные значения достигаются у границ. Общий уро-
вень модулей численных значений напряжений 
вокруг двойника возрастает по мере продвиже-
ния к центру декартовой системы координат и 
симметричен относительно координатных осей. 

Результат расчета сдвиговой компоненты 
xyσ  тензора напряжений представлен на рисунок 

2.2, б. Распределение отражает увеличение об-
щего фронта модулей численных значений на-
пряжений при продвижении вдоль оси ОХ от 
центра двойника. 

На рисунке 2.2, в показан результат распре-
деления напряжений сдвиговой компоненты xzσ . 
Полученный в данном случае результат распре-
деления данной компоненты тензора напряжений 
симметричен относительно ОХ и схож с распре-
делением нормальной компоненты xxσ  тензора, 
за исключением модульных значений напряже-
ний в ключевых и периферийных точках. Данные 
значения в случае компоненты xzσ  ниже нор-
мальных напряжений xxσ  в 2–3 раза. 

Картина напряжений нормальной компо-
ненты yyσ  тензора напряжений представлена на 
рисунок 2.3, г. Линии равных величин у данной 
компоненты имеют более сложный рельеф, обра-
зуя четыре области экстремальных значений. 
Данные максимумы симметричны относительно 
осей ОХ и ОY декартовой системы координат, 
имеют зеркально симметричные одинаковые мо-
дульные значения пиков напряжений. 

Расчетное поле напряжений сдвиговой ком-
поненты yzσ  представлено на рисуноке 2.3, д. 
Распределение данных напряжений симметрично 
относительно ОY, а ее особенностью являются 
значительные перепады значений у вершин 
двойника, где они отличаются по модулю в 2 
раза. Следует отметить, что напряжения yzσ  ми-
нимальны у средней части двойника. 

Нормальная компонента тензора напряже-
ний zzσ  имеет вид, представленный на рисунок 
2.3, е. Конфигурация данных напряжений схожа 
с конфигурацией компонент xxσ  (рисунок 2.3, а) 
и xzσ  (рисунок 2.3, в), за исключением сущест-
венной разницы в численных значениях, которая 
достигает пятикратного и трехкратного различия 
соответственно. 

 
Заключение 
Исходя из принципа суперпозиции полей 

напряжений и смещений, предложен метод рас-
чета для линзовидного остаточного механиче-
ского двойника неправильной линзовидной фор-
мы. Метод использован для расчета смещений и 
напряжений у механического остаточного двой-
ника в мартенситной фазе Ni2MnGa, в которой 
двойники данного типа наблюдаются на экспе-
рименте. В результате анализа данной модели 
были определены области концентрации напря-
жений у линзовидного двойника, а также изучен 
вид компонент смещений и тензора напряжений 
в окрестных областях двойника. 
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